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11. Übungsblatt zur Linearen Algebra I

Basen, Darstellungsmatrizen, Basiswechsel, Homomorphisatz, Rang
einer Matrix, endliche Körper

Aufgabe 1. ((Gruppe) 2P+2P+2Bonuspunkte)

a) Gegeben sei die geordnete Basis B := (b1, b2, b3, b4) von R4 mit:

b1 :=


1
1
−2
2

 , b2 :=


0
1
0
1

 , b3 :=


2
4
−2
10

 , b4 :=


0
1
0
2


und die Standardbasis S := (e1, e2, e3, e4). Bestimmen Sie die Basiswechselmatrix DBS und
schreiben Sie die Standardbasisvektoren e1, . . . , e4 ∈ R4 als Linearkombination von b1, b2, b3
und b4.
Hinweis: Sie dürfen die Lösung von Blatt 8 verwenden.

b) Sei B wie in Teil a) und die lineare Abbildung

φ : R4 → R4 , x 7→


5 0 2 0
−5 0 −1 2
−4 0 −1 0
−8 −4 −1 6

 · x
gegeben. Wie lautet die Darstellungsmatrix DBB(φ)?

c) Für n ∈ N sei Pn := {
∑n

i=0 λiX
i | λi ∈ R} ⊂ R[X] der Vektorraum der Polynome von Grad

kleiner oder gleich n. Weiterhin sei

der : P4 → P3 , f(X) 7→ f ′(X)

die Ableitungsabbildung 1. Wie lautet die Darstellungsmatrix DSB(der) bezüglich der Basen

S := (1, X,X2, X3) für P3

und B := (b0, b1, b2, b3, b4) für P4 mit:

b0 = 1, b1 = 1 +X, b2 = 1 +X + 2X2

b3 = 1 +X + 2X2 + 3X3, b4 = 1 +X + 2X2 + 3X3 + 4X4

1Nach Tutorium 8 wissen Sie bereits, dass dies eine lineare Abbildung ist.
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Aufgabe 2. ((Gruppe) 1,5P+1,5P+1P)

Sei K ein Körper, V,W zwei endlich-dimensionale2 K-Vektorräume und φ : V → W eine lineare
Abbildung. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) φ ist genau dann injektiv, wenn für jede Basis B von V der Nullvektor nicht im Bild φ(B)
von B liegt.

b) Sei B eine Basis von V . Dann ist φ genau dann surjektiv, wenn φ(B) ein Erzeugendensystem
von W ist.

c) φ ist genau dann bijektiv, wenn es eine Basis B von V bijektiv auf eine Basis φ(B) von W
abbildet.

Aufgabe 3. ((Alleine) 1P+3P)

Wir betrachten die folgenden Untervektorräume von R5.

U : =

〈
1
2
3
4
5

 ,


3
2
1
0
−1

 ,


1
0
−1
0
1

 ,


0
1
0
2
1


〉
, V :=

〈
1
2
3
2
1

 ,


2
2
−2
0
−4


〉
, W :=

〈
0
0
1
0
0

 ,


0
0
1
2
0

 ,


0
0
1
2
3

 ,


0
0
3
2
1


〉

a) Zeigen Sie, dass V ein Untervektorraum von U ist.

b) Berechnen Sie dann die Dimensionen folgender Vektorräume:

(i) U/V ,

(ii) V + U ,

(iii) U +W ,

(iv) U/(W ∩ U).

Hinweis: Berechnen sie zuerst die Dimensionen von U, V und W .

Aufgabe 4. ((Alleine) 4P)

Gegeben sei die Matrix

A :=

1 1 7
1 3 9
1 −1 11


Berechnen Sie jeweils den Rang von A über F2, F3 und F5 und bestimmen Sie gegebenenfalls ihr
Inverses.

2Das geht eigentlich auch für beliebige Vektorräume.
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